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1. はじめに 
水文・河川分野で，我々が日常的に観測する物理量
は，分子スケールで見れば，ランダムな運動をするミ
クロな物理量の平均値として観測されている．言い換
えると，観測された物理量は粒子のアボガドロ数程度
のオーダの自由度を持つ関数とも言え，その粒子は熱
運動によって，たえず時間的な運動が激しい．また，
その揺らぎは実際の観測量まで影響を及ぼすこともあ
り得る．こうしたものの考え方は，わずかな分子スケ
ールのみの話ではなく，水文・河川分野で通例的に扱
われている物理量に対しても，確率論的解析の導入に
関して議論することは必然である．統計力学で自然現
象を把握することにおいて，ミクロなスケールでの特
性をマクロなスケールへの拡大するとき，ある１つの
粒子に対する運動をすべて記述するのではなく，それ
らの集合体として確率分布(分布関数)によって物理量の
振る舞いを求めるのが一般的である． 
一方，移動床現象において，規模によって様々な河
床形態が存在しており，その形態を構成する最小単位
を河床波スケールで見る観点と砂粒子スケールにする
観点で分類できる．さらに，それらは決定論と確率論
の差異とも言える．流砂運動は離散的かつ確率的な固
有特性を持つ現象であるため，どのスケールで見ても
流砂過程では非平衡性が生じ，それを考慮する必要が
ある．こうした特性を基にし，異なるスケールの見方
で流砂運動に対する決定論と確率論両面を考慮し，そ
れぞれの役割を実際の現象に照らし合わせてモデル化
が進んでいる．但し，砂粒子スケールで見ると，土砂
はランダム的に動いているが，それらの集合体とした
全体の河床波スケールではなぜある形が生まれるのか
については言及していない．言い換えると，粒子一個
から得た情報を拡大する場合，両スケールの間の関係
はまだはっきりしていない部分がある．こうした事実
を踏まえ，本研究は，異なるスケールの見方の関連性
を理論的に述べることで砂粒子スケールと河床波スケ
ールを結び付けることを目的とするものである．さら
に，流砂運動の確率過程モデルで確率変数として取り
扱う砂粒step-length分布とpick-up rateの新たな理論式を提
案する． 
 
図-1 河床上で流砂運動の模式図 
2. 確率過程論に基づく小規模河床波方程式 
(1) 分布関数を用いた小規模河床波方程式の導出 
流砂運動の確率過程では，基本的に，Einstein1)によっ
て提案された長い休止時間「rest period (平均 pick-up rateの
逆数」と瞬間的な位置の変化「step-length」の概念を基に
し，流砂の非平衡性の影響を考慮する．空隙率を考慮
した流砂量 q と河床高 η の連続式は(1)式で表される． 
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図-1 に示す移動床で砂粒の運動を考える．x'で pick-up
されて x を通過する砂粒子の数を考えると，流砂量は
pick-up rate psを用いて(2)式のように表現できる． 
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ここで，fX(l) は step-lengthの確率密度関数であり，図-1
のように指数分布に従う．A1,2,3は各次元の形状係数であ
り，c0=A1d とおく．流砂量の変化は，(2)式を Leibniz inte-
gral ruleによって変形すると，(3)式が得られる． 
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(3)式の右辺で pdは，x’の地点から pick-upされ，ξほど移
動し，xに止まる量を表す deposit rateを意味する．Pick-up 
rate ps に関して，中川・辻本 2)の実験結果により，(4)式
の関係が成立する．この関係から，pick-up rateと底面せ
ん断応力は比例関係であることが分かる．  
  *0.03 / / 1   sp d g  *sp e  (4) 
底面せん断応力に関して先駆的に，Hayashi3)によって
提案された(5)式のように表現する． 
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(5) 
Hayashi3)は，せん断応力と河床形状との間に生じる位
相のずれに対して，河床の局所勾配の効果を反映させ
ることが重要であることを示した．その効果を表すパ
ラメータは α である．局所流速 u0は摂動を受けた流速
成分を用い，その摂動成分は河床高の 1次に比例すると
し，(4), (5)式から pick-up rateは (6), (7)式で表せる． 
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 (6), (7)式を Taylor 展開し，(3)式に代入すると，モーメ
ントが現れ，次の(9)式を用いると，(10)式が得られる． 
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(10) 
ここで， In は step-lengthの確率密度関数 fX(ξ)の n次モ
ーメントを意味し，最終的に得られた(10)式が step-length
の確率密度関数を用いた小規模河床波方程式である．
この式の左辺の各項は移流，拡散，分散，散逸効果を
表し，その効果は step-length の確率密度関数のモーメン
トによって左右される．それぞれの次数のモーメント
は平均値，分散，歪度，尖度を表す．左辺の第 1項は非
定常項であり，第 2 項は移流項である．この項は step-
length の平均値によって決まる．第 3 項は拡散項であり，
拡散係数は分散と期待値の差で現れる．また，拡散係
数が負になることは系の不安定を意味し，河床波の発
生する条件になるため，河床勾配効果 α及び流速が大き
いほど離脱率が高くなり，河床波が成長することにな
る．第 4項は分散項であり，分散効果は歪度と分散の差
で表せる．第 5項は散逸項であり，歪度と尖度の差で表
せる．河床波の移流は決定論的に決まり，拡散，分散，
散逸効果は決定論的な物理パラメータとモーメント関
数によって決定される．すなわち，流砂運動の不規則
性は 4次までのモーメントが現れることによって表現さ
れることになり，上流側の流砂情報が step-length の指数
分布に従って，ある確率で下流側に伝わることになる． 
さらに，(10)式を等流条件の場合で考え，確率論的に
与える物理量を決定論的値として表現する．こうした
条件では，pick-up rateは一定値となり，step-lengthは平均
移動距離となるため，(11)式の条件を用いると(10)式のモ
ーメント関数が表現できる． 
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(12) 
(11)，(12)式で表した量を(10)式に代入し，(13)式の無次元
化量で表すと，(14)式が得られる．(以下「’」は省略) 
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(14) 
(14)式は，分布関数を用いた小規模河床波の方程式を
等流条件で求めた式である．また，等流条件では step-
length と pick-up rate は期待値として考えられるため，確
率論的である(10)式を決定論的な量で表した式である． 
ここで，step-length の確率密度関数が分布関数ではな
く，デルタ関数なら step-length は決定論的になる．この
ような決定論的な視点から水理学的原理に基づいた小
規模河床波方程式が山田 4)によって提案された． 
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(15) 
α：河床勾配効果，δ：平均 step-length，m：流砂量式の比例係数 
(15)式は，決定論的な視点から導かれた河床波の支配
方程式であり，非線形偏微分方程式の形になっている．
この方程式は移流，拡散，分散，散逸効果は決定論的
で決まるパラメータで構成されている．この式で左辺
の第 1項は河床高に関する非定常項であり，第 2項は移
流項である．この項によって河床波の非線形性が生じ，
前傾化する河床形態になる．第 3項は拡散項を示してお
り，拡散係数が負の値を取る場合，河床波は不安定と
なり河床波の発生を意味する．また，拡散係数の構成
は 2つ部分の差で表され，それらは河床形状に対する底
面せん断応力の分布をずらす効果，あるいは河床勾配
の効果を表す αと上流側に遅れている流砂量の効果を表
す δであり，この 2つ効果の大小関係によって河床波の
発生が決まる．つまり，拡散係数が河床波の発生条件
となる．第 4項は分散項であり，河床波の前傾化は短波
長の発生によって分散されることを表している．第 5項
は散逸項であり，河床波の成長そのものを抑える動き
をし，負の拡散による系の不安定を回復する効果を意
味する． 
(2) 異なるスケールから見た2つの基本式の関連性 
 異なるスケール及び立場から導いた(14)式と(15)式の両 
式は非定常項，移流，拡散，分散，散逸効果で表され， 
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同様な式構造をしており，河床波の発生を決定付ける
拡散係数が同様な特性のパラメータで構成されている． 
両式も河床波の局所勾配の効果 αと上流側に遅れている
流砂量を表すため砂粒子の平均移動距離 δ((14)式では l )
の大小関係で河床波が生じることになっている．他の
項の係数も同じパラメータの構成をしていることが分
かる．すなわち，本研究で導出した(10)式を決定論的量
で表現した(14)式は(15)式と同様な式構造をしており，河
床波の発生機構に関して同じメカニズムで説明できる．
従って，両式の解の特性は変わらず，元の(10)式は小規
模河床波を表現する式であると言え，さらに流砂運動
の確率過程を含めた式となる． 
 (3) 数値実験結果 
(15)式は小規模河床波のうちrippleの形態に関して数値
解析の結果が実験による河床形態とよく一致すること
は既に確認されている4), 5)．ここでは，定在波による強
制振動問題の立場から考え，その数値実験結果を図-2に
示す．図-2の(1)は不規則な平坦状態を想定し，初期条件
として[-0.0001,0.0001]範囲の乱数を与え，河床面がもつ
凸凹が時間とともに発達する河床波を表している．図-2
の(2)は上流から流砂供給がない場合を考え，上流端の
境界条件を0にした結果である．この場合，上流から波
が来ないため，波数保存則によって下流側への波数flux
が減少することで，波長が伸びながら下流に移流する
ことが分かる．図-2の(3)は定在波が外力として働く場合
であり，定在波の振幅によって異なる振動形態になる．
(3)の左図のように，定在波と同じ波長をもつ河床波が
発生し，外力によって河床波が決まることが分かる．
(3)の右図は，定在波の振幅が小さくなると，強制振動
による河床波と自励振動的な河床波が共振し，時間経
過とともに自励振動が支配的になることが分かる． 
3. 確率過程論的観点からの流砂運動の解釈 
確率過程論を考慮して物理量を取り扱う場合，用い
られる様々な基本方程式の構造を図-3 に示す．各方程式
の間には密接な関係があり，見る対象と特性によって
様々なアプローチで捕らえられる．ここで，1 つの確率
変数の確率過程を把握するのではなく，確率変数の密
度分布の変化を眺めるため，Markov 過程と遷移確率を
用いた Chapman-Kolmogorov 方程式を微分形式で変形す
ると master方程式が得られる．その式は，jump過程と呼
ばれる Poisson 過程に従う離散的確率現象を表し，確率
変数の jumpを意味する．jumpが小さい場合は，Kramers-
Moyal 方程式が得られる．こうした確率過程で確率変数
の特性を，流砂運動の場合に照らして考えられる．移
動床現象で掃流砂運動は Einstein1)によって Poisson過程を
基礎とする zig-zag モデルが提案され，流水作用による
砂粒の step-lengthは，まさに master方程式での jumpと同
様な挙動をすることが分かる．そこで，pick-up rate が完
全に white noise的であれば，拡散型の Fokker-Planck方程
式になるが，white noise は理想化した条件であるため，
流砂運動の場合 non-white noise であると考え，高次
Fokker-Planck 方程式に相当する．図-3 のように，white 
noise を用いず，Kramers-Moyal 展開を 4 次オーダーまで
展開すると，(16)式のような高次 Fokker-Planck 方程式が
得られる． 
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ここで，anは分布関数を与えることで決まるが，流砂運
動の場合，anは step-length 分布に相当することになる．
つまり，(10)式は砂粒子スケールで，(16)式は確率変数
であるミクロなスケールから導かれ，確率変数の jump
現象を砂粒の saltation 現象と見なされる．Fokker-Planck
方程式は一個の Brown粒子の運動を説明する Langevin方
程式から多数の粒子の運動を記述する粗視化の一種で
ある．そのような粗視化と共に時間の尺度が粗視化さ
れれば，Markov過程となる．従って，2節で分布関数を
 
(1)自励振動としての河床波発生 (2)上流から波が来ない場合 
 
(3)定在波が外力として働く場合の河床波(左：波高=0.1, 右：波高=0.01) 
計算条件：α =6, δ=1.1, m=4, 初期条件:[-0.0001, 0.0001]範囲の乱数 
図-2 小規模河床形態の数値実験結果 
 
図-3 確率過程論における基本式の構造6) 
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用いた小規模河床波方程式は，Brown 粒子の運動のよう
にMarkov過程の特性を持っている方程式となる． 
4. 砂粒に作用する揺動力を考慮した土砂運動の
記述 
確率過程に基づく非平衡掃流砂過程は，step-length と
pick-up rate を構成要素として扱うことが一般的であるた
め，この両者を水理量に対して力学的かつ確率過程論
的なアプローチでそれらの理論式を提案する．砂粒子
スケールの観点から土砂の質点系の運動方程式に基づ
き，砂粒に与える揺動力を考慮することによって
Langevin 方程式で表現できる．ここでは，掃流過程滑動，
転動，跳躍運動形式のうち，簡単化するために滑動形
式で表現する．離脱時，横断方向の砂粒子運動の支配
方程式とその揺動力を加えると，次式で表せる． 
   sgn     x gx D x x
du
m u F F D t
dt
 (17) 
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σs:土砂の比重, ρ:水の密度, CD:抵抗係数, A:投影面積, V:砂粒の体
積, ur:相対速度, μs:静止摩擦係数, sgn(u):signum関数, θ:河床勾配 
ここで，滑動形式であるため，揚力は無視できる．流
水作用により外的に与えられる力において，流れの乱
流成分により，等流条件のパラメータを用いることで
は決定論的に決まらない部分と元々河床がもつ不規則
性いわば砂粒のランダムな配置状態からの不確実性を
含んだものを揺動力として考えている．それゆえξx(t)は
non-white noiseとして取り扱い，短い自己相関を考えると，
(17)式は(18)式のようなFokker-Planck方程式で表せる． 
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 (18) 
ここで，Fx=Fgx+FDであり，この式の定常状態の解析解を
求めると，(19)式を得る． 
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(19) 
この式は，砂粒子の速度分布を示している．縦断方向
も同様な方法で求められる．図-4のように，求めた理論
式とRoseberry et al.の実験値7)を対照すると，分布形に対
してよく一致していることが分かる．また，掃流砂の
移動時間 τ と移動距離 λ の間に実験結果8)により，λ∝τ5/3
の比例関係を用いるとstep-lengthの分布が求められる．な
お，pick-up rateの推定において，砂粒子が流砂の直径d ほ
ど移動するときを離脱と見なすると，pick-up rate psは砂
粒子が平均速度でk1d距離を通過する時間の逆数で表現
できる．ここで，理想的離脱を想定しk1=1とする． 
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0
1 1 4
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 
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s
x
uP u du D Fu
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k d k d dm F
 (20) 
この式は，砂粒に作用する外力と砂粒の体積力のつり
合い状態でランダムな成分の介入により，砂粒が振動
し動き始める確率を意味する． 
5. まとめ 
本研究で，step-length の分布関数を用いた小規模河床
波方程式を導出した．流砂運動のランダム的な特性が
式の中ではモーメントとして表れ，再び期待値として
決定論的に決まる量で表すと，水理学的原理に基づい
た決定論的方程式と同様な機構で河床波の発生が説明
できることを確認した．また，統計力学での確率過程
論の観点から，確率変数の jump過程は砂粒の saltation運
動と見なせ，高次 Fokker-Planck方程式に相当することか
ら小規模河床波方程式の Markov 過程の特性を示した．
本研究は，流砂運動において砂粒子スケールから拡大
して河床波スケールを説明する時に，その異なるスケ
ール間の関係と粗視化することに関する数学的根拠を
示すものであり，これは小規模河床波のパターン形成
の一般論であると考えられる．さらに，流砂運動の確
率過程モデルで確率変数として扱う step-length と pick-up 
rateの新たな理論式を提案した． 
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図-4 砂粒の速度分布の理論式と実験結果の比較 
左：理論式で求めた分布，右： Roseberry et al.の実験結果 
